Ebene algebraische Kurven, Vorlesung 22, vom 27.06.16, Sandra Kozuschek

e Wir wiederholen zunéchst den Begriff ,,Doppelverhéltnis®. Dabei handelt es sich um eine Invariante von vier
Punkten auf P! beziehungsweise eine Invariante von vier Geraden in P? durch einen gegebenen Punkt. Die
beiden Moglichkeiten, den Begriff zu verstehen sind jedoch gleichwertig, da die Punkte in P! den Richtungen
der Geraden in P? entsprechen. Dies wird durch das folgende Bild anschaulich:

Fiir a,b,c,d € P! ist das Doppelverhéltnis definiert als

cfa_dfa
b—c b—c

(a,b;¢,d) :=

eC”.

Setzt man a = 00,b = 0,c =1 und d = A, so erhilt man (co,0;1,\) = A.
e Die j-Invariante von a, b, c,d € P! ist definiert als

(A2 —X+1)3

j(a,b,c,d) = j((a,b;c,d)) = j(\) := 256 - IV

Sie ist unabhéngig von der Reihenfolge der eingesetzten Punkte.

o Wir beschéftigen uns nun mit der j-Invariante einer kubischen Kurve:
Sei P € C. Es gibt vier Geraden [y,1l3,13,l4 durch P, die Tangenten an C sind. Fiir die j-Invariante von C
gilt
J(C,P)=j(l1, 12,15, 1a).

Die j-Invariante j(C, P) ist unabhédngig von P.



e Fiir die spezielle Wahl von P als Wendepunkt von C schreiben wir die kubische Kurve C zunéchst in
Normalform als ,,Divergente Parabel“ nach Newton. Dadurch erhélt man die affine Gleichung

C:y?=(z—a)(z—b)(z—c).
Fir die j-Invariante gilt dann
i(C) = j(a,b,¢,00).

Die folgenden beiden Bilder zeigen die kubische Kurve sowohl in affiner als auch in projektiver Darstel-
lungsweise.

Abbildung 4.1: affine Darstellung

P Wendepunkt von c

Abbildung 4.2: projektive Darstellung

Durch eine gebrochene lineare Transformation kénnen die Punkte a, b, ¢, co abgebildet werden auf co, 0,1, A

und man erhélt
Cr:y? =ax(x—1)(xz—\)

als Parametrisierung.

Satz. Zwei glatte kubische Kurven C und C’ lassen sich genau dann durch eine projektive Transformation aus
PGl3(C) ineinander tiberfiithren, wenn j(C) = j(C’).

Beispiel. Die beiden kubischen Kurven

C:yl=x(x—1)(r—2) und C :9?=ux(x—1)(z—3)
koénnen nicht ineinander iiberfithrt werden.
Man kann festhalten, dass zwei kubische Kurven

C:y=x(x—1)(z—N) und C:¢y*=x(x—1)(z—-N\)

genau dann ineinander iiberfithrt werden kénnen, wenn j(\) = j(\).



4.18 PGI3(C) Wirkung auf Kurven vom Grad d

Sei F' € C[X,Y, Z]4 =: V4 ein homogenes Polynom vom Grad d. Die Gruppe PGl3(C) operiert auf Vj.

a B v
Sei A € PGi3(C) gegeben durch A= |3d§ e (¢ |.Dann gilt:
A pov

Flaz+ Py +yz,0c+ey+z, e+ py +vz) € Vy
Fiir das Polynom F = F/" ... F™ mit den irreduziblen Komponenten F; definieren wir
(F) :=n1Cy + ... +n,C. € Div(P?),
wobei C; = V(F;) ist und Div(P?) := {>_;_, niC; | n; € Z, C; irreduzibel} die Divisorengruppe von P? bezeichnet.
Es gilt: (P) = (G) genau dann, wenn F' = AG mit A € C*.

Es besteht eine 1:1-Beziehung zwischen P(V,;) und den Divisoren von P? vom Grad d. Dabei ist
Grad (Z nZ-CZ) = an - Grad(C;).
i=1 i=1

Wir wollen nun P(Vy) fiir d € {1,2,3} genauer untersuchen.
d=1: Fird=1Iist
Vi = {uX +vY +wZ | u,v,w € C} ~ {(u,v,w) € C3}.

P(V1) ist isomorph zu P2. Mit (P?)* wird der Dualraum von P? bezeichnet. Die Punkte (u : v : w) von (P?)*
stehen in 1:1-Beziehung zu den Geraden {uX + vY +wZ = 0} in P2. Die Gruppe PGI3(C) hat eine Bahn auf
P(V1).

d=2: Fird=2ist
Vo ={aX? 4+ bY? +cZ? +dXY +eXZ + fYZ}

P(V4) ist isomorph zu P5. Die Gruppe PGl3(C) hat drei Bahnen auf P(V3). Wir betrachten nun die Bahnenstruktur
genauer und geben fiir die unterschiedlichen Félle von F' € V5 jeweils die Dimension der Bahn an.
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Abbildung 4.3: doppelzihlende Gerade, ' ~ [> — Bahn der Dimension 2

Abbildung 4.4: F ~ I - I3, I; # I3 — Bahn der Dimension 4



Abbildung 4.5: allgemeine Quadrik, F' ~ 22 + y? + 22, F irreduzibel — Bahn der Dimension 5

d=3: Fiir d = 3 ist V3 abhiingig von 10 Koeffizienten. P(V3) ist also isomorph zu PY. Auch hier untersuchen wir
die Bahnenstruktur genauer und geben fiir alle F' € V3 die Dimension der Bahn an.

Abbildung 4.6: F ~ L3, L € V; — Bahn der Dimension 2

Abbildung 4.7: F ~ L?- M, L,M € Vi, L # M — Bahn der Dimension 4

Ly

Abbildung 4.8: F '~ Ly - Ly - L3, L; # Lj fir i # j, Ly € Vi, L1 N Ly N Ly = {P} — Bahn der Dimension 5
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Abbildung 4.9: F ~ Ly - Lo - L3, L; # Lj firi#j, Ly e Vi, LiyNLaN Ly = {P17P2,P3} — Bahn der

Dimension 6
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Abbildung 4.11: F~L-Q, Le V;,Q € V,, LNQ = {P, P,} — Bahn der Dimension 7

Abbildung 4.12: F ~Y? — (X — a)® — Bahn der Dimension 7

Abbildung 4.13: F ~ Y2 — (X — a)?(X — b) mit a # b — Bahn der Dimension 8



N

Abbildung 4.14: F ~ Y2 — (X — a)(X — b)(X — ¢) mit a # b # ¢ — Bahn der Dimension 8

Die neun obigen Kurven aus den Abbildungen 4.6 bis 4.14 lassen sich durch Verallgemeinerung folgendermafien
ineinander iiberfithren:

49 ——4.11

N

46 —4.7——438 413 ——4.14

~N/ 7

4.10 ——=4.12



Kapitel 5

Birationale Geometrie von P?

Das Ziel in diesem Kapitel wird sein, interessante Abbildungen zwischen Kurven zu finden und zu studieren.

Definition. e Eine rationale Abbildung ¢: P? ---> P? ist eine Abbildung der Form

@(m ‘Y Z) = (f(af,y,z) :g(x,y,z) : h(:v,y,z)),

wobei f,g,h € C[X,Y, Z] homogene Polynome vom gleichen Grad sind.
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit haben f, g und h keinen gemeinsamen Faktor.
 ist auBerhalb der Menge

Etp = {(:my,z) € PQ ‘ f(:my,z) = g(:c,y,z) = h(m,y,z) = O} = V(fvgvh)

definiert. (Dass ¢ nicht iiberall auf P? definiert ist, wird durch den gepunkteten Pfeil symbolisiert.)
© kann also geschrieben werden als Abbildung

( P2\ 2, — P2
¥ ®

e X, heiflit Basisort von .

e Die Kurven
A 4+ pg+vh=0, (\:p:v)ecP?

heiflen Systemkurven der rationalen Abbildung .

Bemerkung. Alle Systemkurven gehen durch X,.

Beispiele:

1 Inversionsabbildung:
Wir betrachten die Abbildung zunéchst beziiglich affiner Koordinaten:

x
x? + y?
_ Yy
x2 + y?

T —
Y =

Nun geben wir die projektive Form der Abbildung an und bezeichnen diese mit ¢:

ti(ziy:z)(

xz  oyz
22+ 92 a2 42

1) = (zz:yz: 2% +?)

e Um den Basisort von ¢ zu bestimmen, stellen wir das folgende lineare Gleichungssystem auf:

zz =10
yz =10
22442 =0

Dieses Gleichungssystem hat den Ursprung (0 : 0 : 1) und die zwei Kreispunkte (1 : ¢ : 0) und
(1:—i:0) als Losungen. Deshalb gilt fiir den Basisort von ¢

X, ={(0:0:1),(1:4:0),(1:—i:0)}



e Die Systemkurven von ¢ sind alle Kurven der Form
Az + pyz + v(z? +y%) mit (A p:v) € P2
Man sieht also, dass alle Quadriken durch die drei Punkte aus X, Systemkurven von ¢ sind.

2 Standard-Cremona-Transformation:
Wir betrachten wieder zuerst die affine Abbildung:

1
e
T

Y= =
Y

Fir die homogene Darstellung dieser Abbildung gilt:

T =
T

z
Yy -
y

z—1
Wir kénnen deshalb eine rationale Abbildung ¢ definieren durch

c: P2 ...> P?

(a::y:z)l—>(§:5:1):(yz:xz:xy).

e Um den Basisort von ¢ zu bestimmen, muss die Gleichung
zy=yz=xz=>0
gelost werden. Dadurch erhélt man
%.={(0:0:1),(0:1:0),(1:0:0)}

als Basisort von c.

e Die Systemkurven von ¢ sind alle Kurven vom Grad 2 durch die drei Punkte aus 3.
Bemerkung. Fiir z,y, z # 0 entspricht die zweifache Anwendung von ¢ der Identitédt, denn
cle(z:y:2)=clyz: zx : zy)
= (22%y : wy’z : 2y2?)
=(z:y:2).

Wir betrachten die Standard-Cremona-Transformation jetzt auf grafische Art und Weise. Dabei sieht man,
dass die drei Achsen £ =0, y = 0 und z = 0 durch c jeweils auf einen einzelnen Punkt abgebildet werden.



Abbildung 5.1: Standard-Cremona-Transformation; rot: x = 0, blau: y = 0, grin: z =0



